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’ Introduction

Dans ce petit cours, nous allons voir comment résoudre un systéme de n équations différentielles
linéaires d’ordre 1 a coefficients constants :

() = a1ay(t) +ar2y2(t) + -+ a1n-1Yn—1(t) + a1,,yn(t)
U2(t) = a21y1(t) + ag2y2(t) + -+ + a2 n—1yn—1(t) + agnyn(t)
yn (t) = 0an,1Y1 (t) I an,2Y2 (t) A eceaF an,nflynfl(t) aF An.nYn (t)

en se ramenant a la résolution de ’équation aux valeurs propres de la matrice A générée par ’en-
semble des coefficients a; ; :

ail a2 ' Qa1 Ain

a1 a2 '+ G2p-1 G2n
A=

Gp1 Ap2 - QApn-1 0ann

En effet, dans ce cas le systéme se rapporte & un systéme vectoriel : Y (t) = AY (¢) de telle sorte que
les composantes du vecteur Y soient 'ensemble des fonctions (y1 (), y2(t), - - ., yn—1(t), yn(t)). Dans
ce cours, nous allons nous appuyer sur les résultats énoncés par les théoreme de 1’algebre linéaire (il
n’y aura donc pas de démonstration purement mathématique).
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1 Pré-requis

1.1 Résolution d’une équation d’ordre 1 a coefficients constants

Considérons le cas classique (sans matrice) d'une équation différentielle d’ordre 1 & coefficients constants ;
soit & résoudre ! 1’équation différentielle avec second membre :

%(t) = Ay(t) + f(t) tel que y(t = to) = yo

On va d’abord chercher & résoudre I’équation homogene (c’est a dire le cas ot f(t) = 0) : yn(t) = Ayn(t).
La solution homogene est donc :
yn(t) = ae

ol « est une constante d’intégration. Afin de trouver la solution particuliere y,(t), nous allons utiliser la
méthode de la variation de la constante en faisant dépendre v du temps ¢ : @ — «(t). Puis en injectant
cette nouvelle fonction dans ’équation différentielle avec second membre, on trouve :

d

pn (a(t)eAt) = Aa(t)e™ + f(t) o  alt)et + Aa(t)et = Aa(t)et + f(t)

soit finalement : .
&) = fe M o alt) = / f(x)e A% de
0
D’ou la solution spécifique :

t
(1) = e = [ fla)er o
0

Et donc la solution du probleme est la somme des deux solutions y,(t) et yp(t) :

t
y(t) = aett +/ f(x)er D) dy:
0

Une fois que l'on a lécriture exacte de y(t), il suffit de prendre la condition a ty de y(tg) = yo pour
déterminer 'expression de la constante « (qui cette fois ne dépend pas du temps).

1.2 Bases du calcul matriciel

Dans ce cours, il nous sera utile de calculer des produits matriciels et des inverses de matrices. Il faut
donc s’assurer de pouvoir maitriser ces outils avant de passer a la section 2.

Dans tout ce qui suit, on ne considérera que des matrices carrées; c’est a dire, des matrices ayant le
méme nombre de lignes et le méme nombre de colonne. Ainsi, on parle de matrice de dimension n si elle
a n lignes et n colonnes.

1.2.1 Déterminant

Le déterminant est un scalaire : c’est une sorte de "norme matricielle" 2. Pour calculer un déterminant,
il faut connaitre la dimension de la matrice : le déterminant ne peut étre calculé que pour des matrices
carrées. De plus la méthode varie en fonction de la dimension. Pour une matrice de dimension n =2, le
calcul du déterminant est assez simple, et utilise la régle du "y" :

detAzdet(a b)z
c d

1. Pour plus de détails, lire le cours sur la résolution d’équations différentielles d’ordre 1 et 2 du site.
2. Cette définition n’est pas officielle, mais c’est comme cela que je vois les choses.

b
d ‘—ad—bc

a
C
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Pour une matrice de dimension n = 3, on fait la régle du gamma pour toutes les diagonales (on appelle
cette méthode, la méthode dite de Sarrus) :

a b c a b ¢
detA=det| d e f |=|d e f |=/(aei+dhc+ gbf)— (gec+ hfa+ ibd)
g h 1 g h 1

Pour une matrice de dimension n > 3, il faut se ramener a une somme de déterminants de dimension
n = 3 afin d’utiliser la méthode de Sarrus. Pour cela on utilise la décomposition suivante :

a b ¢ d
e f g h Jo9 h e g h e f g
det A = P (D) alj k L+ 0 kL |+ (D)3 i 5k
] =1 n o p =1 m o p =1 m n 0]

m n o p

On appelle cette méthode : "développer par rapport a une ligne : le premier terme, c’est I’élément de
matrice a1,1 = a, multiplié par sa signature (=)' = 1, multiplié par le déterminant de la matrice A si
on retire la ligne 1 et la colonne 1. Le second terme,c’est 1'élément de matrice aj 2 = b multiplié par sa
signature (—1)'*2? = —1, multiplié par le déterminant de la matrice A si on retire la ligne 1 et la colonne
2; et ainsi de suite. Ici, on a développé par rapport a la ligne 1. On aurait pu le faire avec n’importe quelle
ligne, ou n’importe quelle colonne (dans ce cas, on aurait développé par rapport a une colonne).

En fait cette méthode est applicable a toutes les dimensions (méme pour n = 2 ou n = 3). De plus,
cette méthode est tres pratique s’il y a des 0 dans la matrice :

ade_bce

a b 0 f g 0
detA=|¢c d e |=

0 fyg Jd e b0

fg fg

Derniére propriété du déterminant : il est possible d’additionner ou de soustraire les lignes entres elles,
ou les colonnes entre elles (afin de faire apparaitre des 0, par exemple).

-1 2 5 -1 2 5 -1 2 5 48
det A = 1 2 3 \:// 0 4 8 \:/, 0 4 8|=-1x A O‘—32
—2 8 10 |Loelot+l;| —2 8 10 |p3¢13-2,] 0 4 O
?Exercice 1 : Calculs de déterminants
Calculer le déterminant des matrices suivantes :
1 0 3 0
1 4 9
7 4 2 1 4 1
A_(53) B = —213257 C = 54 1 2
0 -1 5 3

1.2.2 Matrice des cofacteurs

La matrice des cofacteurs de la matrice A se note simplement A (se dit "A-tilde"). Nous allons ici nous
limiter aux matrices de dimensions 3 et 2. Pour calculer la matrice des cofacteur, on va utiliser la méme
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méthode que pour le calcul du déterminant : I’élément de matrice a; ;, c’est le déterminant de la matrice
A si on enleve la ligne i et la colonne j, multiplié par la signature de I’élément de matrice a; j, (—=1)it7

e f |ld f d e
h i g 1 g h
a b ¢ B b e b
Soit A= d e f on trouve donc A= | — . @ -1¢
h i g i g h
g h i
b ¢ la ¢ a b
e f d f d

Pour une matrice de dimension 2, les déterminants se limitent aux éléments de matrices. Ainsi, on

obtient aisément :
a b - d -—c

1.2.3 Transposée d’une matrice

C’est une définition tres simple, si on a une matrice carrée de dimension n et d’éléments a; ;, alors
sa transposée aura comme élément de matrice ag:j = a;;. En d’autres mots, la matrice transposée de A
est la matrice symétrique de A si on prend la diagonale comme axe de symétrie (la diagonale reste donc
invariante) :

a b a ¢ a b oc

A= = AT = et A=\ d e f = AT =
c d b d )
g h i

Q o
~~ 0
SRS S

1.2.4 Inverse d’une matrice
Pour calculer I'inverse d’une matrice, il faut appliquer la formule de LAPLACE :

LT
det A

ott AT est la matrice transposée de la matrice des cofacteurs de A, et det A est le déterminant de
A. Nous voyons qu'une matrice est inversible (i.e. A~! existe) si et seulement si det A # 0. Par ailleurs,
nous remarquons qu’en appliquant la formule pour une matrice carrée quelconque, de dimension 2, nous

T _1_ 1 . d —b
A b d ~ ad — be —c a

trouvons que :

Aedry — Tuto physique —5— Equations différentielles couplées



1.2.5 Produit matriciel

Pour finir cette section, il faut parler du produit matriciel. On considére cette fois, deux matrices A
et B de dimensions (4, j) et (m,n) (respectivement). Le produit matriciel A x B = C est possible si et
seulement si j = m (c’est & dire, si A a autant de colonnes que B a de lignes); et la matrice C' aura
comme dimension (z,n). En d’autres termes, pour des matrices carrées, le produit matriciel n’est possible
que si les deux matrices ont la méme dimension.

Si on note x,,, les éléments de la matrice X, alors le produit matriciel A x B = C nous donnera :

m
Cij = D aijbry;
k=1

Prenons un exemple simple : on considére une matrice A de dimension (2,3) et une matrice B de
dimension (3,2). Nous voyons que le produit matriciel A x B est possible (mais pas le produit B x A4;
d’ailleurs presque dans tous les cas A X B # B x A). Ainsi le produit AB donnera une matrice carrée de
dimension 2 :

awpof(eb ), I NN agtbitck ah+bjtd
“\d e ¥ Z ; “\dg+eitfk dh+ej+ fl

Autre exemple : considérons deux matrices carrées de dimension 3 :

a b ¢ kIl m ak+bn+cq al+bo+cr am+bp+cs
AxB=|d e f x| n o p |=]|dc+en+fq di+eo+ fr dm+ep+ fs
g i j q T S gk +in+jq gl+io+jr gm-+ip+ js
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2 Equation aux valeurs propres

Dans ce cours, on va devoir calculer 'exponentielle d’une matrice : exp A. Mais cela n’est possible
directement que pour des matrices diagonales (des zéros partout, sauf sur la diagonale) :

a 0 O e 0 0
A= 0 b 0O = expAd=|[ 0 e 0
0 0 c 0 0 e°

Pour les autres matrices, il va falloir résoudre ’équation aux valeurs propre de la matrice affin de la
diagonaliser. C’est cet algorithme que nous allons exposer ici.

2.1 Vecteurs, valeurs et espace propre d’une matrice

On note H une matrice carrée de dimension quelconque. Ses valeurs propres sont notées h, ses vecteurs
propres sont notés ), et £ est son espace propre. L’équation aux valeurs propre s’écrit :

HIy) = hly)

Cette notation semble un peu compliquée, mais si elle vous pose probleme, vous pouvez la voir plutét
comme ceci : H J = hv,Z. Je préfere travailler avec la notation de Dirac, car celle-ci fonctionne aussi si on
a non pas des vecteurs propres, mais des fonctions propres.

H peut avoir plusieurs vecteurs propres (plusieurs vecteurs solution de I’équation aux valeurs propres).
On peut donc définir un ensemble de k vecteurs {|ix)}, tel que :

Hly) = hltg) Yk

Cet ensemble de de k vecteurs propre définit une base propre de dimension k, notée £. Et dans cette
base, la matrice H est diagonale. En fait, il faut voir ¢a comme un changement de coordonnées : dans
'espace cartésien C défini par {€,, €y}, un point peut étre repéré par le vecteur i = x€, + yé, ; alors que
dans lespace polaire P défini par {€é,, €y}, le vecteur position se note 7= ré,. On voit que I'expression de
7 est plus simple dans P que dans C. C’est la méme idée pour I’espace propre £ : on cherche a diagonaliser
(donc & simplifier) la matrice H.

2.2 Résolution de I’équation aux valeurs propre

On considére maintenant une matrice carrée H de dimension n. Son équation aux valeurs propres
s’écrit :
Hip) = hlp)

Se qui peut également se réécrire :
(H—hxI,)Y)=0

Cette équation vectorielle a deux solutions : soit [1)) = 0, soit H — hl, = 0. La premiére solution est
une solution dite "triviale", et ne nous intéresse pas. Pour forcer I’équation a nous donner que les solutions
non-triviales, il faut résoudre :

det(H — hl,) =0 ou h est I'inconnue (2-A)

La quantité det(H — hl,) est le polyndme caractéristique de la matrice H, et se note généralement
Py (h). Notons aussi que I'ensemble des racines de ce polynomes (i.e. tous les h solutions de (2-A))
définissent le spectre de H, noté o = {hy, ha, ..., h,}.

Une fois qu’on a trouvé les n valeurs propres de H, il faut trouver les n vecteurs propres associés.
Pour cela, il faut résoudre ’équation suivante :

(H — hil,)|Yk) =0 pour k allant de 1 a n (2-B)
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Traitons un exemple : on consideére la matrice

(1)

Le polynéme caractéristique de H est donc :

1—-h 0

Fa=1"4" oy

‘z(l—h)(Z—h)

Les solutions de Pg(h) = 0 sont alors h; = 1 et hg = 2. Déterminons le premier vecteur propre :

1—h 0 00\(=
(3t = (30) (3) -

En sachant que le produit d’'une matrice de dimension n avec un vecteur se calcule comme le produit
d’une matrice avec une autre matrice de dimension (n, 1), ce systéme fournit I’équation 4x1 + y; = 0 ce

qui nous donne un vecteur propre :
—4
V1) = 1 ( 1 >

De méme pour la valeur propre ho = 2, on trouve :

1—-h 0 -1 0 T —x9 =0
( . 2—h2>’¢2>_<4 0><y§>_0 é{@c;:o

Un vecteur solution de ce systéme est le vecteur suivant :

|¢2>=yz<(1)>

Ainsi, on peut définir ’espace propre de la matrice H :

6={|¢>eR2 ; |¢>=a<_14>+6<(1)>,(a,5)6R}

2.3 Matrices diagonale et matrice de passage

Dans cette sous-section, on s’appuiera sur I’exemple précédent : on utilisera la matrice H de spectre
o = {1,2} et de vecteurs propres [¢1) et |1)2). La matrice diagonale de H est donnée par la matrice :

1 0 2 0
D1—<0 2) ou encore D2—<O 1)

Les deux écritures de D sont équivalentes. D est la représentation de H dans la base propre £ de H.

Pour bien comprendre la notion de matrice diagonale, on peut utiliser un exemple tiré de la mécanique :
le pendule plan. La tension du fil est donnée par la relation vectorielle T =—-Tcos & —Tsinb €y dans la
base cartésienne (c’est I’équivalent de H), alors que dans la base polaire, on a T=-T ér (c’est I’équivalent
de D). L’écriture dans la base polaires est bien plus simple que celle dans la base cartésienne. On peut
dire que la base polaire est une sorte de base propre du vecteur T.

Maintenant que 1’on a défini la matrice diagonale D, on peut définir la matrice de passage P. Cette
matrice est construite a ’aide des vecteurs propres de H : c’est simplement la juxtaposition des vecteurs
propres (en écriture colonne) dans l'ordre ou on a placé les valeurs propres associées dans D. Ainsi les
matrices de passage P et Py s’écrivent simplement :

-4 0 0 —4
P1—<1 1) et P2—<1 1)

Les matrices P sont les matrices qui permettent de passer d’une base a 'autre de telle sorte a ce que :

H=PDP!
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2.4 Résumé et application

&L’essentiel de la méthode

On considére une matrice H carrée quelconque de dimension n. Pour trouver sa représentation
diagonale, il faut tout d’abord résoudre I’équation aux valeurs propres :

H[y) = hly)

avec h la valeur propre associée au vecteur propre |¢)) de H.
Pour trouver les valeurs propres de H il faut résoudre le systeme suivant :

det(H — h x I,) =0

avec I, la matrice identité de dimension n. L’ensemble des valeurs propres de H se note o, le spectre
de H. Pour trouver les vecteurs propres de H, il faut résoudre le systéme :

(H—hxI,)lW)y=0
avec [1) un vecteur colonne ayant n composantes x1, ..., z, (le but du calcul étant de déterminer

tous les z;). Il faut faire ce calcul pour toutes les valeurs propres.

On peut maintenant calculer la matrice diagonale D et la matrice de passage P de H. Pour
écrire D il suffit d’écrire les valeurs propres sur une diagonale d’une matrice diagonale * de dimension
n. Pour écrire P, il faut écrire dans chaque colonne d’une matrice le vecteur propre (en
écriture colonne) associé a chaque valeur propre de D b,

La relation de passage entre H et D est : H = PDP~!

a. c’est une matrice avec des zéros partout, sauf sur la diagonale
b. si dans la colonne 1 de D on a la valeur propre hs, alors dans la premiére colonne de P on aura le vecteur propre

[5)

? Exercice 4 : Application directe

On note H la matrice 2 x 2 suivante :

-(22)

1. Calculer les valeurs propres de H, et montrer que son spectre est oy = {—1,5}.

2. Calculer les vecteurs propres de H, et montrer que I'on trouve pour matrice de passage :

—2/ 1 -1 0
P_<1 1) pour D_<0 5)

3. Vérifier la relation de passage H = PDP™!.

Mémes question pour la matrice H suivante :

1 1 1 7 0 0 1 1 -1
H=1]| 4 1 4 montrerque D= 0 -3 0 et P=]|2 -3 0
2 4 2 0 0 O 2 2 1
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3 Utilisation a la résolution d’équations différentielles

3.1 Utilité d’avoir une base propre

Dans la derniere section, on a vu qu’une matrice se mettait sous forme diagonale lorsqu’on ’exprimait
dans sa base propre. On peut maintenant exploiter cette technique car si on souhaite réaliser une opération
sur une matrice, il suffit de faire cette opération sur sa forme diagonale, puis, repasser dans la base usuelle.
Ainsi, H = PDP~" entraine H> = PD?>P~!, ou vVH = P\/DP~!, ou encore expH = P- expD-P~! (la
liste est longue...).

Pour nous convaincre de la chose, faisons un exemple : reprenons la matrice de dimension 2 de I'exercice
4. Le carré de cette matrice est :

1 4 1 4 9 16

H2:<2 3>X<2 3>:<8 17)
(=21 1 0 ~1/3 13\ (9 16
PD2P1_<1 1>X<o 25>X<1/3 2/3>_<8 17)

Cet exemple est un peu inutile dans le sens ou on n’a pas de soucis pour calculer le carré d’une
matrice : on n’a pas besoin de passer par la forme diagonale. Cependant, pour les autres opérations tels
que 'exponentiation ou la racine carrée, le passage dans la base propre est inévitable.

3.2 Exemples de résolutions d’équations différentielles couplées

3.2.1 La décroissance radioactive a 2 corps

Nous allons utiliser un exemple tiré de la physique nucléaire : ’activité radioactive. Nous savons que
le nombre d’atome radioactif d’un radio élément suit une loi exponentielle de la forme :

N(t) = Np- e M

ot N(t) est le nombre d’atomes radioactifs a I'instant ¢ donné, Ny est le nombre d’atomes radioactifs &
I'instant initial et A est la constante de désintégration propre au radio élément considéré.

En observant cette loi, il est facile de voir que N(t) = —AN(t). C’est une équation différentiel d’ordre 1
a coefficients constants. Sa résolution est triviale, et est exposée dans la fiche précédente (cours : résolution
d’équations différentielles linaires).

Cependant, on peut rehausser le niveau en considérant une famille radioactive du type :

A1 — A2 — A3
A1 A1

Avec A; l'atome pere, Ay I'atome fils et As I’atome stable. Ce systéme physique vérifie le systéme diffé-
rentiel suivant :

M) = —MN()
No(t) = MNi(t) — Aa2Na(t)
Ns3(t) = 0 + A2Na(t)

Les lignes étant découplées, on peut résoudre le probléme, dans un premier temps, en ne s’attardant
que sur les deux premieres lignes :

{Nl(t) = —ADNi(?)
Not) = MNi(E) — AaNa(t)

Ce qui peut se réécrire simplement sous forme vectorielle :
d [ N M0 N AN o
_ — — =H
dt<N2> ()\1 —>\2>X<Ng < N
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Pour résoudre intégralement le probléme, on se pose comme condition initiale N1 g = Ny et Nog = 0.
Ainsi, on peut écrire vectoriellement :
- NO
No =
0 0

Nous pouvons maintenant appliquer notre algorithme de résolution sur la matrice H. Calculons tous
d’abord les valeurs propres en résolvant 1’équation suivante :

det(H—-hxI3)=(h+ A1) -(h+X)=0

Les valeurs propres sont donc h; = —A; et hg = —Ag. Pour déterminer les vecteurs propres, nous
devons vérifier que (H — h; X I)|y;) = 0. Pour hy = —\q, on trouve ’équation suivante :
AN\

Az + (/\1 — )\Q)yl =0 & x "

En posant y; = 1 (c’est un choix arbitraire qui ne change en rien le résultat : on peut choisir z1 et y;
comme on veut, tant que I’équation qui lie les deux est vérifiée) on trouve le premier vecteur propre :

A2 — A1
1) = A1
1
Pour ho = — A9, nous trouvons deux équations qui nous donnent x5 = 0. Ainsi, par choix on prendra

yo = Cte = 1. Le second vecteur propre de H est donc :

|w2>=<(1’>

Maintenant que nous connaissons les valeurs propres et les vecteurs propres de H, nous pouvons écrire
la matrice diagonale et la matrice de passage associée. On prendra donc par choix la matrice diagonale
suivante :

A0 A=
D= ! ce qui implique P = A1
0 =X 1 1

La matrice inverse de P étant

1 0
>\2 - )\1 9
A

.
A=A | —1
on peut écrire la relation de passage entre H et D. Cependant, ce n’est pas cette écriture la qui nous
intéresse, mais celle qui nous permet de calculer ’exponentielle de H. En effet le systéeme différentielle
nous menait a 1’équation suivante :

AN -
E_Hx/\f

Or si on applique le résultat énoncé dans la section 1.1 (résolution d’une équation d’ordre 1 & coefs.
constants, page 3) pour f(t) = 0 et pour y(t) = N(t) avec A= H, on a :

N(t) = exp(Ht) - Ny

Ainsi en appliquant la relation de passage entre H et D, on arrive & déterminer I’exponentielle de la
matrice H via I'exponentielle de la matrice D. Calculons le produit vectoriel exp(Ht) = P - exp(Dt) - P~1.
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exp(Ht) = P- exp(Dt)- P!

B )\2)\_ )\1 0 5 €_>\1t 0 y L 1 \ 2 \
L 0 e )T h-n | -1 2A1 !

e~ Mt 0

(67/\115 _ e*)\zt) e*)\gt

— )\1
A2 — A1

En utilisant les conditions initiales Ny, on arrive & déterminer la solution finale A (t) :

e~ Mt 0 N,
N(t) = Al \ X < 0 )
o ot st — Aot 0
JA—w (e e ) e
Ainsi, la solution analytique du probleme est donc :
Nl(t) = N[) . exp(—)\lt)
A
No(t) = No—2t— - (exp[—Ait] — exp[—Aat])

A2 — A1

&Remarque importante

Nous remarquons que le point fort de cette méthode est que l'on obtient directement toutes les
solutions possibles, indépendamment des conditions initiales. En effet, la solution spécifique au
probleme énoncé est obtenue tout & la fin en effectuant un simple produit entre la matrice solution
exp(Ht) et le vecteur des conditions initiales. La méthode classique de résolution nous oblige a
résoudre une équation supplémentaire pour ¢ = 0 afin de déterminer les constantes et ainsi la
solution caractéristique.

3.2.2 Cas d’une matrice nilpotente

Une matrice A est dite nilpotente lorsqu’il existe un entier réel k tel que A™ = 0V n > k. Prenons un
exemple concret :

3 9 —9 0 0 0
A= 20 0 |=4%2=|6 18 —-18 | = 43=0;
3 3 -3 6 18 —18

avec O3 la matrice nulle de dimension 3 (matrice carrée de dimension 3 ne contenant que des 0).

Si la matrice générée par un systeme différentiel est nilpotente, alors on peut simplifier ’algorithme de
résolution en utilisant un développement en série de Taylor. Pour y voir plus clair, procédons a un exemple
clair. On considére le probléme suivant (qui n’a, & ma connaissance, aucune application physique) :

) = e 4ot =) (=) .5
it) = 2a(t) o2l u | =2 = 48w
i) = Blalt) +y(t) — 2(0) (1)

avec S (t) le vecteur contenant les solutions du probleme.

Cette fois-ci, au lieu d’appliquer notre méthode avec les valeurs propres, on va utiliser ’expression
générale de la solution, S(t) = exp(At)-S(0), et le fait que la matrice A soit nilpotente. Nous savons en
effet que :

+00 n
At (At)
e = Z n!
no
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or comme A" =0V n>3,ona:

) . N 1+ 3t 9t —9¢t
A A
eAt:Z( t') :Ig+At+(2t) =| 3242t 92 +1 —9¢2
ng 3t2+3t 9243t 1—3t—9¢t2

Si nous prenons comme conditions initiales z(0) = 1/3 et y(0) = z(0) = 0, grace a la relation

—

S(t) = exp(At)-S(0) nous trouvons :

1
t) = -+t
x(t) 3+2
yt) = t2+§t

2(t) = 2+t

Afin de vérifier nos résultats, j’ai codé un algorithme sur fortran 77 permettant de résoudre numéri-
quement (point par point) un systeme d’équations différentielles. Cette algorithme repose sur la méthode
de Runge et Kutta. La représentation graphique du nuage de point fournit par l’algorithme coincide
parfaitement avec la représentation graphique des fonctions calculées plus haut.

Représentation graphique de la simulation numérigue

120 ; ! ! ! . ; ! ! ;
}{(t) : i : 3 3 . £
o 2
100 k- ) [ e b ........ : ........ s Pt
R 1 T T IR SRR
2
]
= )
2 r : : : 5 ; : : :
@ ([ S ........ Bl ........ P ...... e i
E=] : E = 3 : : ; :
= r %
s ! : : : : ; : : 5
g ok P ......... ......... D ...... i Ciny o ........ R
7 I R ........ ........ ........ ....... ......... ........ ........ .........
D 1 1 | 1 | 1 1
0 1 2 3 4 a 3 T4 8 9 10

termps t ecoulé (s)

Représentation graphigue des fonctions calculées

120 T T T T T T T ! !
e : ] i : ; : :
| L f
100F-- 2 [ s b ........ : ........ e eyl
ooogf ........ ......... ........ ......... ......... ........ ...... .........
= : ; £ 4 ; : ; : i
k5]
=
=
g ED_ ....................................................................................
5=
Lix}
E ; : :
2 : : ; ] z : : : :
g nk- P [RTTREE ......... TRRTRRE ...... i Do ........ S
2 1| ........ ........ ........ ....... ......... ........ ........ .........
D 1 1 | 1 | 1 1
1] 1 2 3 4 5 5 T4 B g 10

temps t écoulé (s)
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3.2.3 Cas de valeurs propres complexes

Considérons un ressort horizontal de raideur k fixé & un mur et accroché a une masse m. Cette masse
peut osciller sans frottements. D’apres la deuxiéme loi de Newton, ’équation du mouvement est donné
par I’équation de l'oscillateur harmonique :

-, k
F=md <& ZIt)=——z(t
2 (1) =~ (1)
La solution de cette équation est triviale : si on prend comme conditions initiales z(0) = Xy et

(0) = 0, on a z(t) = Xgcos(t\/k/m). Mais pour les besoin de cet exercice, oublions nos connaissances
sur la résolution d’une équation différentielle d’ordre 2.

Nous savons que l'accélération, #(t) est la dérivée de la vitesse, ainsi on a 0(t) = —kx(t)/m. Et par
définition, on a v(t) = z(t). Ce qui nous donne un systéme différentiel 2x2 :

B(t) = v(tlz
o(t) = ——a(t)

m

Soit vectoriellement, S(t) = HS(t), avec H la matrice générée par le systéme et S(t) le vecteur
contenant les solutions du probléeme. Commengons par déterminer les valeurs propre de H :

k
0 1|_,e,
m

det(H—thg):‘ —k/m 0

Cette quantité s’annule lorsque h = +i\/k/m. On note hy la solution positive et h_ la solution
négative. Nous pouvons déterminer le premier vecteur propre associé a la valeur propre h_ a l'aide de
I'équation : (H — h_)|yp—) =0

@<z‘¢k7m 1 >_<a>:0© i~ o

—k i/ k b_ |k k
fmiVk[m b_ty) ——a_—— = 0
m m
Ce systeme nous laisse un degré de liberté. On pose alors a— = 1 par commodité, et on trouve

directement :

o) = ( _%)

De la méme maniére on arrive a déterminé le vecteur propre |psiy) associé a la valeur propre hy :

‘¢+>—<i¢%>

Tout cela nous permet donc de déterminer la matrice de passage et la matrice diagonale :

[ —ivk/m 0 B 1 1 41 m [ iVk/m -1
b= < 0 iVE/m ) = P= ( —iy/Rfm i/Efm > er= 2@\/;< ivEm 1 >

En utilisant la relation de passage, on trouve ’exponentielle de la matrice Ht :

(H) 1 [m Z'\/Z(exp[it\//ﬁ/im]—&-exp[—it\/k/m]) explit\/k/m] — exp[—it\/k/m)]
CPEDZoNTE |k

%(exp[—z't\/k‘/m] — explity/k/m)) i\/Z(exp[it k/m| + exp[—it\/k/m])
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Ainsi, si nous prenons comme conditions initiales z(0) = X¢ et v(0) = 0 nous trouvons les solutions

attendues :
xz(t) = Xgcos <t\/k>
m
v(t) = —XO\/Esin <t k)
m m

3.2.4 Cas d’un second membre non nul

Prenons le systeme différentiel suivant :

——
< 8
—~
SIS
~— —
Il

2z (t) + 2t ds 2 0 = 2t = =
2x§t§+y(t)+4t T < 2 1 ) S + < 4t ) = HS(t) + F(?)
avec £(0) =1 et y(0) = 0.

Cette équation différentielle est dite inhomogene a cause de la présence du terme F (t). Cependant,
le début de la résolution est similaire & la procédure habituelle; en effet, dans un premier temps, on ne
considére que équation homogene (en prenant F(t) = 0).

Il est facile de vérifier que les valeurs propres de la matrice H sont A1 = 1 et hy = 2. Les vecteur

propres sont :
|w1>=<$> et w2>=<§>

La matrice de passage est donc donnée par :

(10 (01 L (21

Avec toutes ces données nous calculons ’exponentielle de la matrice H, et nous trouvons :

th B 62t 0
- 2(€2t _ et) et

La solution homogéne est donnée par la relation S,(t) = exp(Ht)-S(0). Pour trouver la solution
particuliére, nous allons nous appuyer sur le résultat de la premier section de ce cours (page 3) : il nous
faut donc calculer la quantité suivante

. t . t 2(t—7) 0 2
- H(t—) - € . T
Apres avoir calculé le produit matriciel, il ne reste plus qu’a calculer les intégrales suivantes :
. t 21 e2(t—7)
Sp(t) = /0 ( Are2(t—7) dr

La premiére intégrale (premiére ligne) se calcule aisément a I’aide d’une intégration par parties; et la
seconde est simplement le double de la premiere. On trouve ainsi,

o2t _
- (27221

La solution du probléme est donc donnée par la somme des deux solutions "partielles" :

—

S(t) = Su(t) + S,(t) = exp(Ht) - 5(0) + S, (t)
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Nous en tirons donc :
x(t) = L(3eH—1)—t
y(t) = 3e? —el —2t—1

J’ai encore une fois utilisé un algorithme permettant de vérifier si "la théorie et ’expérience" coincident.
Le résultat est positif comme le montrent les courbes suivantes :

i Représentation graphigue de la simulation numérigue
15 T T T T T T T T T
L
2 10+
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=
2
ol
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w
=]
o
e P T SRR O
. A S N N
a 1 2 3 4 5 B
ternps t écoulé (s)
w10 Représentation graphique des fonctions calculées
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o
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2
ol
ai}
=
g
&
g T P L | e R e Rt
0 i ] 5 i ; i

1] 1 2 3 4 5 B
temps t écouléd ()

? Exercice 5 : Application directe a la résolution d’un systéme différentiel

Un excellent exercice serait de refaire tous les exemples traités plus haut sans I'aide du cours. Penser
a vérifier la relation de passage H = PDP~! 3 chaque fois !

3.2.5 Cas d’une matrice 3x3

Nous allons cette fois traiter intégralement la décroissance radioactive a deux corps en considérant
également le nombre d’atomes de I'espece stable, N3(t). Cette section prendra la forme d’un exercice.
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Graphiquement pourA; = 1 et Ao = 2 on obtient :

Représentation graphigue de la simulation numérique
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Feprésentation graphigue des fonctions calculées
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